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Resumen:
La tomograf́ıa computarizada (CT) es en la actualidad la herramienta de diagnóstico
más usada en radioloǵıa y cada vez más empleada en radioterapia para la planeación
y el seguimiento de los tratamientos contra el cáncer, haciendo que esta técnica sea
la de mayor contribución a la dosis de radiación en pacientes y requiriendo una
evaluación de los valores de dichas dosis [3]. La simulación Monte Carlo permite
calcular dosis paciente-espećıfico, pero se requiere conocer el espectro de salida del
sistema de CT para obtener resultados confiables [22]. Es por esa razón que el
objetivo de este trabajo es la implementación de un método semiemṕırico para la
determinación del espectro de salida de rayos X de un equipo de CT.
El método se basa en medidas de transmisión a través de un maniqúı homogéneo
ciĺındrico con composición equivalente a agua ubicado en una posición fuera del
isocentro del equipo y requiere la obtención de una expresión anaĺıtica para la dis-
tancia recorrida por los haces de rayos X a través del maniqúı ciĺındrico en dicha
posición. Los datos medidos de transmisión, las distancias de viaje a través del ma-
niqúı y un espectro inicial genérico son los datos de entrada del algoritmo iterativo
de expectation-maximization (EM) implementado. El proceso de iteración se lleva a
cabo hasta que la diferencia entre la transmisión obtenida y la transmisión medida
sea menor que el umbral elegido, generando un espectro de intensidades resultante.
Finalmente, el espectro de rayos X se encuentra dividiendo el espectro de intensi-
dades por el producto de la enerǵıa con la función respuesta de los detectores del
equipo.
El modelo propuesto se aplicó a los raw data del CT (datos antes del procesamiento)
adquiridos con voltajes de 80 kVp, 100 kVp, 120 kVp y 140 kVp y con diferentes
combinaciones de corriente (25 mAs a 360 mAs). Los resultados fueron validados por
comparación directa de los espectros obtenidos con los datos de espectros del fabri-
cante. Los resultados muestran diferencias en la enerǵıa media del espectro menores
del 0.04%. La metodoloǵıa propuesta tiene amplias ventajas ya que a diferencia de
las medidas espectrales de salida del equipo de CT, requiere tiempos muy cortos de
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acceso a la máquina, no se necesita mantener el gantry del equipo en modo esta-
cionario (la detención de la rotación del tubo de rayos X es posible únicamente en
modo servicio) y es posible realizarlo con cualquier maniqúı homogéneo ciĺındrico
de composición conocida equivalente a agua [7].
Descriptores (palabras claves):
Rayos X, transmisión, espectro, tomograf́ıa computarizada, expectation-maximization.
Title:
Implementation of a transmission measurements based model for estimation of the
X-ray spectrum of a computed tomography equipment.
Abstract:
Computed tomography (CT) is nowadays the most used diagnostic tool in radiology
and its use increases in radiotherapy for treatment planning and follow-up of cancer,
which makes this technique the largest medical contributor to patient´s radiation
exposure and therefore, demanding an accurate evaluation of these doses. Monte
Carlo simulations allow to calculate patient-specific dose, but to obtain accurate
results, the X-ray spectra of the specific CT system is required. In view of this
necessity, the main goal of this work is the implementation of a semiempirical method
to determine the CT X-ray spectrum.
The method is based on transmission measurements through a homogeneous water
equivalent cylindrical phantom located outside of the isocenter and the derivation
of an analytical expression for the X-ray path length through the phantom in that
position. The measurement data, the travel lengths and a generic initial spectrum are
the input data of the implemented expectation-maximization (EM) algorithm. The
iteration process is carried out until the difference between the obtained transmission
and the measured transmission is less that the chosen threshold, given a spectrum
of intensities; dividing that spectrum by the product of the energy and the detector
response function, the X-ray spectrum is finally found.
The proposal model was applied to the CT row data (before any processing) acquired
with voltages of 80 kVp, 100 kVp, 120 kVp and 140 kVp and with different current
combinations (25 mAs to 360 mAs). The results were validated by direct comparison
of the obtained spectra with the system vendor data. The results show differences
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in the mean energy below 0.04%. The proposal methodology has advantages in
comparison with the direct measurements of the X-ray spectra, because it requires
short time access to the machine, does not require service mode to hold the gantry
stationary and it is easy done with any cylindrical homogeneous phantom made of
water equivalent material.
Descriptors (key words):
X-ray, transmission, spectrum, computed tomography, expectation-maximization.
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4.18. Gráfica de S vs. E para 120 kVp y 50 mAs para el rayo central. . . . 51
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Estimar el espectro de emisión de rayos X de un equipo de tomograf́ıa computarizada
con un método no invasivo.
0.2. Objetivos espećıficos
1. Identificar las propiedades de atenuación a los rayos X de un phantom uniforme
de caracteŕısticas f́ısicas conocidas (material y geometŕıa).
2. Obtener experimentalmente las correspondientes mediciones de transmisión
para estimar el espectro de emisión del tubo de rayos X a diferentes valores
de enerǵıas.
3. Implementar un modelo matemático para estimar el espectro de rayos X por
medio de los valores de transmisión medidos.




Los rayos X fueron descubiertos de forma accidental en 1895 por Wilhelm Conrad
Röntgen mientras estudiaba los rayos catódicos en un tubo de descarga gaseosa de
alto voltaje. Estos rayos invisibles fueron deniminados ((rayos X)) por su naturaleza
desconocida. Posteriormente, los rayos X fueron también denominados rayos Rönt-
gen en su honor y por su gran descubrimiento Röntgen recibió el primer premio
Nobel de F́ısica en el año 1901 [3].
Los rayos X se generan cuando electrones de alta enerǵıa impactan contra un átomo e
iteractúan con los electrones de las capas más internas de éste. El espectro de emisión
de rayos X es una representación gráfica de la distribución, por enerǵıas (o por
longitud de onda), del número de fotones que constituyen el haz. También se suele
representar la intensidad de la radiación, que es el número de fotones multiplicados
por sus enerǵıas correspondientes [4], [5].
En un espectro de emisión se superponen el espectro continuo de los fotones de
frenado (llamada radiación de bremsstrahlung) y el espectro discreto de los fotones
caracteŕısticos, que depende del material del cual esté hecho el blanco (o diana).
La tomograf́ıa computarizada, es una técnica de imagen médica que utiliza radiación
X para obtener cortes o secciones de objetos anatómicos con fines diagnósticos, de
preparación para tratamientos o en procedimientos de intervención [7].
Se han desarrollado varios métodos para estimar el espectro de emisión de un equipo
de tomograf́ıa computarizada, pero todos ellos pueden ser categorizados en alguno de
dos grupos, que son: métodos basados en modelos y métodos basados en mediciones.
Algunos de los trabajos más recientes al respecto se han llevado a cabo usando el
método basado en mediciones por transmisión [6].
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En el presente trabajo se llevó a cabo la implementación de un modelo, basado en
medidas de transmisión, para la estimación del espectro de rayos X de un equipo de
tomograf́ıa computarizada. Se trabajó con un equipo Siemens Somatom Definition
AS64, que se encuentra en el servicio de radiodiagnóstico de la Cĺınica Marly en la
ciudad de Bogotá.
Se identificaron completamente las caracteŕısticas f́ısicas y propiedades de atenua-
ción, a los rayos X, de un phantom uniforme equivalente a agua y se obtuvieron
experimentalmente las mediciones de transmisión que permitieron estimar el es-
pectro de emisión del tubo de rayos X del equipo de tomograf́ıa computarizada.
Igualmente, se implementó el modelo matemático propuesto para obtener el espec-
tro de rayos X a través de los valores de transmisión medidos y finalmente se hizo
la validación de los resultados con un modelo semiemṕırico del espectro obtenido.
Los resultados obtenidos demuestran la robustez del modelo de transmisión seguido
para determinar el espectro de emisión del tubo de rayos X, ya que éstos están muy
cercanos al espectro suministrado por el fabricante del equipo (al cual, en teoŕıa,
podŕıamos acercarnos tanto como queramos con tal de estipular un umbral de error
apropiado). Lo anterior puede verse en la validación de los resultados.
Estos resultados muestran que es posible optimizar este tipo de estudios a fin de
obtener resultados muy exactos y tan precisos como se quiera del espectro de emi-
sión de un tubo de rayos X para ser usado, por ejemplo, en la optimización de los




Conocer el espectro real de emisión del tubo de rayos X de un equipo de tomograf́ıa
computarizada es de suma importancia, ya que es éste el que afecta directamente el
desempeño mismo del tubo, la dosis entregada y en última instancia la calidad de
la imagen generada por los detectores del equipo [7].
Igualmente, conocer con precisión el espectro de emisión del tubo de rayos X de un
equipo de tomograf́ıa computarizada es de imperiosa necesidad para usarlo en las
simulaciones (Monte Carlo, por ejemplo) que permitan hacer estimaciones de los
riesgos y de las dosis entregadas a los pacientes [22].
El espectro de emisión del tubo de rayos X, también es importante conocerlo ya
que con el paso del tiempo los valores dados por la fuente de los rayos X pueden
sufrir una desviación de sus valores esperados debido al uso continuo (por desgaste
y envejecimiento f́ısico del equipo como tal); y esto es algo cŕıtico a tener en cuenta
en un programa de aseguramiento de la calidad [7].
En procedimientos de reconstrucción polienergética o de reconstrucción de enerǵıa
dual, por ejemplo, es deseable conocer el espectro de rayos X ya que éste puede ser
usado como una información a priori para reducir los artificios por endurecimiento1
1Se habla de endurecimiento del rayo cuando se produce un incremento gradual en la absorción
efectiva de la enerǵıa a medida que la radiación penetra más profundamente en el material. Sucede
cuando, al atravesar el material, el rayo se encuentra con transiciones muy marcadas de espesor y
densidad. Este efecto es más pronunciado en áreas de gran atenuación (como el hueso, por ejemplo).
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del rayo y para implementar aproximaciones cuantitativas de imagen [7].
Otro aspecto, es el de poder comparar los resultados medidos con los resultados cal-
culados (mediante dichas simulaciones) del espectro de rayos X del tubo en cuestión.
Lo anterior redundará en una optimización de los programas y procesos que se llevan
a cabo en un servicio de radiodiagnóstico por tomograf́ıa computarizada.
1.1. Equipos de CT
La tomograf́ıa computarizada, TC (o CT, por sus siglas en inglés), es una técnica de
imagen médica que utiliza radiación de tipo rayos X para obtener cortes o secciones
de objetos anatómicos con fines diagnósticos, de preparación para tratamientos o en
procedimientos de intervención [1].
La tomograf́ıa computarizada obtiene múltiples imágenes al efectuar movimientos
de rotación, alrededor del cuerpo, de forma sincronizada de la fuente de rayos X
con los detectores de radiación. La representación final de la imagen tomográfica se
obtiene mediante la captura de las señales por los detectores y su posterior procesado
mediante algoritmos de reconstrucción.
La figura 1.1 muestra la fotograf́ıa de un tomógrafo DSCT (Dual Source CT), en
donde puede apreciarse sus partes más relevantes.
Desde la creación del primer tomógrafo alrededor de 1971 (por Godfrey Newbold
Hounsfield), se han presentado muchos cambios en estos equipos.
Al primer equipo se lo denomina ((lento)) o de PRIMERA GENERACIÓN. Consist́ıa
en un tubo de RX que en su extremo opuesto teńıa un sólo detector, este tubo-
detector se rotaba un grado, y continuaba aśı tomando la información trasladándose
180 grados. Tardaba aproximadamente 5 minutos en hacer una toma completa de
datos.
Los de SEGUNDA GENERACIÓN aparecieron en 1974 y el número de detectores
Esto ocurre a causa de que los fotones de baja enerǵıa son más fácilmente atenuados y hace, a su
vez, que el mismo material a una profundidad mayor tenga un coeficiente de atenuación menor.
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Figura 1.1: Tomógrafo DSCT Siemens Somatom Definition. (a) Vista externa. (b) Vista interna.
Pueden verse claramente los dos tubos de rayos X y los dos conjuntos de detectores [1].
aumentó a 30 y el tiempo de adquisición de datos disminuyó a 20 s. La traslación
era más rápida y se utilizó para estudiar tórax y abdomen.
Los de TERCERA GENERACIÓN se comenzaron a utilizar a partir de 1977. Estos
equipos ya no se trasladan sino que el haz de RX cubre todo el campo de exploración.
El tiempo de adquisición disminuyó a 6 s y aumentó la cantidad de detectores a unos
380 aproximadamente. El tubo detector rota 360 grados.
Los de CUARTA GENERACIÓN aparecieron inmediatamente tratando de mejorar
las imágenes (súper rápidos, tiempo de exploración de 1 s a 6 s). Los detectores van
de 400 a 2400 formando un anillo que no tiene movimiento y el tubo gira alrededor
del objeto 360 grados (incorporándose las escobillas, eliminando los cables).
Luego aparecieron los equipos HELICOIDALES, con giros continuos y con adquisi-
ciones súper rápidas. Hay tomógrafos que permiten tomar alrededor de 30 imágenes
por segundo. Lo más reciente es la tomograf́ıa volumétrica multihelicoidal o multis-
lices que permite adquirir simultáneamente desde 2 a 32 imágenes por rotación. Se
está trabajando con equipos de hasta 64 filas de detectores. Los primeros equipos
de estos son de principio de los años 90 [2].
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1.2. Estimaciones del espectro
Se han desarrollado varios métodos para estimar el espectro de emisión de un equipo
de CT, pero todos ellos pueden ser categorizados en alguno de dos grupos, que
son: métodos basados en modelos y métodos basados en mediciones [6]. En los
métodos basados en modelos tenemos las simulaciones por computador, por ejemplo
el método Montecarlo; y en los métodos basados en mediciones tenemos, por ejemplo,
las mediciones por espectroscopia y las mediciones por transmisión.
Entre las ventajas y desventajas de unos y otros métodos se tienen por ejemplo: 1.
Los métodos basados en modelos no requieren esa parte práctica que puede llegar a
ser muy engorrosa, costosa o de dif́ıcil desarrollo, pero aunque producen unos resul-
tados precisos de los espectros simulados, éstos pueden no ser del todo exactos con
el espectro real de emisión. 2. Los métodos basados en mediciones, por el contrario,
se ajustan muy bien al espectro real, pero debido a su desarrollo mismo, que implica
una parte práctica, se pueden tornar complicados de llevar a cabo [6]-[9], .
Existen limitaciones para medir rutinariamente el espectro de rayos X de un equipo
de tomograf́ıa computarizada en una unidad de radiodiagnóstico. Dichas limita-
ciones existen principalmente por falta de acceso a instrumental o equipamiento
especial que permitan medir el espectro directamente y porque se requiere de proce-
sos operacionales muy complicados. Además de lo anterior, casi siempre se limitan
a determinar el espectro de emisión en el centro de rotación (denominado isocentro)
del gantry2 [7].
Algunos de los trabajos más recientes al respecto se han llevado a cabo usando el
método basado en mediciones por transmisión [6]-[12]. En estos trabajos se eviden-
cian unos resultados muy precisos del espectro estimado al validarlos con el espectro
obtenido por simulación.
La mayoŕıa de trabajos realizados al respecto llevando a cabo medidas de transmisión
han mostrado que uno de los mayores inconvenientes es que sin el conocimiento del
2Gantry: parte del tomógrafo que gira alrededor del paciente y que contiene, principalmente, el
tubo de rayos X, los colimadores y el arreglo de detectores.
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filtro de forma (por ejemplo: la composición, la forma, la posición, etc.) es muy dif́ıcil
obtener una buena estimación del espectro de emisión del tubo de rayos X a través
de todo el SFOV (Scan Field of View) del equipo. Además de lo anterior, para llevar
acabo las mediciones se ha visto que se requiere tener el equipo en modo de servicio
en donde el gantry permanece estacionario [6], [7].
Como punto principal del trabajo lo que se quiere es hallar (estimar) el espectro real
de emisión del tubo de rayos X de un equipo de tomograf́ıa computarizada por medio
de la implementación de un modelo que se basa en medidas de transmisión. Para ello
se debe tomar el raw data del equipo, que consiste en las medidas de transmisión
que se guardan en una matriz tridimensional F(α , β , γ), donde α indica el canal
correspondiente de los detectores, β la fila de detectores y γ el ángulo en grados, y
hacer uso de un modelo matemático espećıfico para tal fin.
En el caṕıtulo de Materiales y métodos se describe una muy buena aproxima-
ción al problema de determinar el espectro de rayos X por medio de medidas de
transmisión, la cual no requiere de conocer las caracteŕısticas mencionadas. Esta
metodoloǵıa es la utilizada en este trabajo.
Caṕıtulo 2
Marco teórico
Los rayos X fueron descubiertos de forma accidental en 1895 por el f́ısico alemán Wil-
helm Conrad Röntgen mientras estudiaba los rayos catódicos en un tubo de descarga
gaseosa de alto voltaje (tubo de Crookes). A pesar de que el tubo estaba dentro de
una caja de cartón negro, Röntgen vio que una pantalla de platinocianuro de bario,
que casualmente estaba cerca, emit́ıa luz fluorescente siempre que funcionaba el tu-
bo. Tras realizar experimentos adicionales, determinó que la fluorescencia se deb́ıa a
una radiación invisible más penetrante que la radiación ultravioleta. Röntgen llamó
a los rayos invisibles ((rayos X)) por su naturaleza desconocida. Posteriormente, los
rayos X fueron también denominados rayos Röntgen en su honor [3].
A finales de diciembre del mismo año, Röntgen hab́ıa concluido su primer reporte
describiendo sus experimentos, titulado ((Sobre una nueva clase de rayos)), el cual
envió para su publicación a la sociedad de F́ısica-Médica de Würzburg. En ese
informe Röntgen sugirió ya la utilización de los rayos X en la medicina: como objeto
de demostración del poder de penetración de los rayos X hab́ıa escogido entre otros
la mano de su esposa, de la cual realizó la primera radiograf́ıa el 22 de diciembre de
1895. Por su gran descubrimiento Röntgen recibió el primer premio Nobel de F́ısica
en el año 1901.
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2.1. Rayos X
Los rayos X son radiaciones electromagnéticas cuya longitud de onda va desde los 10
nm hasta los 0,01 nm (100 Å hasta 0,1 Å) aproximadamente. Los rayos X cercanos a
la banda ultravioleta (uvc) del espectro electromagnético se conocen como blandos
y los que están próximos a la banda de radiación gamma se conocen como duros.
Los rayos X formados por una mezcla de muchas longitudes de onda diferentes se
conocen como rayos X blancos, para diferenciarlos de los rayos X monocromáticos,
que tienen una única longitud de onda [3].
En la figura 2.1 se observa una representación del espectro electromagnético en donde
se puede observar la franja correspondiente a los rayos X.
Figura 2.1: Espectro electromagnético. Se aprecia la franja correspondiente a los rayos X [3].
2.2. Producción de rayos X
Los rayos X se generan cuando electrones de alta enerǵıa impactan contra un átomo
e iteractúan con los electrones de las capas más internas de éste (electrones pro-
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ducidos por efecto termoiónico cuando una elevada corriente atraviesa el filamento,
véase figura 2.3, y son acelerados por el voltaje del tubo alcanzando posteriormente
los átomos del blanco). En este proceso intervienen dos mecanismos de interacción
radiación-materia que son: radiación de frenado e interacción electrón-electrón [4],
[5].
En la figura 2.2 se aprecia un esquema de este tipo de interacciones. Alĺı se observan
las interacciones t́ıpicas de un electrón con un material.
Figura 2.2: Imagen representativa de la interacción entre un electrón y un átomo [4]. Más explica-
ción en el texto.
(a) El electrón experimenta pérdidas de enerǵıa por ionización, dando lugar a los
denominados rayos delta1 y a un calentamiento del material. Este es el mecanismo
que más contribuye a la pérdida de enerǵıa de los electrones incidentes y se manifiesta
en el calentamiento del tubo. (b) El electrón incidente expulsa a un electrón de
la capa K de los átomos que conforman el material impactado, produciendo aśı
la radiación caracteŕıstica debido a que el electrón eyectado deja un hueco que
posteriormente es llenado con otro electrón de una capa superior. (c) Colisión entre
1Un rayo delta es un electrón secundario con suficiente enerǵıa para escapar a una distancia
significativa del rayo de radiación primario y producir ionización adicional, y algunas veces se usa
para describir cualquier part́ıcula de retroceso causada por ionización secundaria. El término fue
acuñado por J. J. Thomson.
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un electrón de enerǵıa E y un núcleo, produciendo la radiación de frenado de enerǵıa
hν. El electrón en retroceso después de la colisión tiene una enerǵıa igual a E − hν.
(d) Otra posibilidad, poco común, es cuando el electrón es completamente detenido
en una única colisión con un núcleo, dando lugar a un fotón de enerǵıa E = hν.
2.3. Tubo de rayos X
El tubo es un componente del equipo de rayos X que consta de una ampolla de cristal
(que es el lugar, propiamente dicho, donde se generan los rayos X) en la que se ha
realizado un vaćıo y que se encuentra en el interior de una carcasa de protección [3].
En la figura 2.3 se aprecia un esquema genérico de un tubo de rayos X. Alĺı puede
observase los principales componentes del tubo, que son: carcasa, ventana del tubo y
ampolla de vidrio. Dentro de la ampolla, entre otros, se encuentran estos principales
elementos: cátodo, blanco (o diana) y ánodo.
La carcasa ofrece protección contra radiación innecesaria ya que cuando se producen
los rayos X, éstos son emitidos en todas las direcciones. Como lo que se quiere es
aprovechar únicamente la parte del haz que se dirige hacia el paciente y hacia el
receptor de imagen, denominado haz útil, se debe confinar el resto del haz. Parte
de la radiación producida sale de la carcasa constituyendo la llamada radiación de
fuga. La carcasa también ofrece protección eléctrica dado que para la generación de
los rayos X se requiere de altas tensiones.
La ventana es una pequeña región de la carcasa de menor grosor y de otro material
por donde emerge el haz útil.
El cátodo tiene dos partes principales: filamento y copa de enfoque. El filamento
es una espiral de un material espećıfico apropiado para la producción de electrones
y de alto punto de fusión. Cuando la corriente que atraviesa el filamento es lo
bastante intensa, los electrones de la capa externa de los átomos del filamento son
expulsados de éste (fenómeno llamado emisión termoiónica). La copa de enfoque es
un recipiente metálico dentro del cual se encuentra el filamento. Ya que los electrones
son de igual carga, el haz tiende a divergir a causa de la repulsión electrostática,
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Figura 2.3: Esquema genérico de un tubo de rayos X [3].
aumentando el tamaño del foco. Para contrarrestar este efecto, la copa de enfoque
se carga negativamente, de forma que condensa el haz de electrones en una zona
pequeña del ánodo.
El ánodo es la parte positiva del tubo de rayos X. Existe dos tipos de ánodos:
estacionarios y rotatorios. La zona del ánodo donde impactan los electrones se llama
blanco o diana.
2.4. Espectro de emisión de rayos X
El espectro de emisión de rayos X es una representación gráfica de la distribución,
por enerǵıas (o por longitud de onda), del número de fotones que constituyen el
haz. También se suele representar la intensidad de la radiación, que es el número de
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fotones multiplicados por sus enerǵıas correspondientes [4], [5].
En un espectro de emisión se superponen el espectro continuo de los fotones de
frenado (llamada radiación de bremsstrahlung) y el espectro discreto de los fotones
caracteŕısticos, que depende del material del cual esté hecho el blanco (o diana).
Un espectro de emisión de rayos X tiene la forma de las gráficas que se muestran en
la figura 2.4. Estas gráficas se obtienen después de un proceso de filtrado2.
Figura 2.4: Formas t́ıpicas de un espectro de emisión de rayos X. Espectros observados de un tubo
de rayos X diagnósticos excitados a 60 kVp, 80 kVp, 100 kVp y 119 kVp [4]. Más explicación en
el texto.
(a) Número de fotones en función de la enerǵıa. (b) Enerǵıa total de los fotones en
función de la enerǵıa. Las gráficas de (b) se obtienen a partir de las gráficas de (a)
multiplicando el número de fotones por la enerǵıa de cada fotón.
Como se observa en la figura 2.4, la gráfica tiene dos picos, Kα y Kβ, que correspon-
den a la radiación caracteŕıstica, de carácter discreta, sobre una base de fondo que
corresponde a la radiación de frenado, cuyo espectro es continuo.
En la figura 2.5 se aprecia un diagrama t́ıpico de niveles de enerǵıa para un elemento
2Los filtros son materiales que se interponen en la trayectoria del haz de rayos X, a la salida
del tubo, para absorber los fotones de baja enerǵıa. El objetivo de la filtración es hacer un haz lo
más monoenergético posible para evitar dosis que no sirven para el diagnóstico y que no afectan
en la calidad de la imagen.
CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 23
de número atómico alto mostrando las capas K (n = 1), L (n = 2) y M (n = 3) con
sus respectivas subcapas. Los números entre paréntesis indican el número máximo
posible de electrones en una subcapa, el cual es igual a (2j+1). Las transiciones
permitidas Kα y Kβ son mostradas en ĺıneas continuas y la transición prohibida Kα3
es mostrada en ĺınea discontinua.
Figura 2.5: Se observan los diferentes niveles de enerǵıa en las diferentes capas atómicas. Si un
electrón desciende desde uno de los niveles en la capa M hasta la capa K emite más enerǵıa, pero
esto es menos probable que suceda (de ah́ı que el pico Kβ sea más pequeño que el pico Kα, sin
embargo es más energético) [5].
Las transiciones permitidas están dadas por las llamadas reglas de selección de dipolo
eléctrico y las prohibidas son las que no satisfacen estas reglas, que son:
∆l = ±1 y ∆j = 0 o ±1 .
2.5. Detectores de radiación
Se le llama detector de radiación a cualquier medio material (activo o pasivo) que
permita registrar o medir alguna propiedad f́ısica de un campo de radiación.
Detector activo: Es aquel que necesita un sistema electrónico de lectura en funcio-
namiento mientras es irradiado para obtener la señal. Por ejemplo, una cámara de
ionización.
CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 24
Detector pasivo: Es aquel que puede ser utilizado sin la necesidad de un registro
electrónico durante el proceso de irradiación. Por ejemplo, una placa radiográfica.
A parte de la clasificación en activos o pasivos, los detectores también se pueden
clasificar en integradores o contadores.
Detectores integradores: Son aquellos cuya señal de salida es el resultado de integrar
todos los efectos de múltiples interacciones individuales.
Detectores contadores: Son aquellos cuyo funcionamiento se da con base en las in-
teracciones de una sola part́ıcula individual.
En la tabla 2.1 se mencionan algunos detectores de radiación y su clasificación.
Detectores de radiación
Integradores Contadores

















*Emulsión nuclear CR-39 (po-
licarbonato).
*Detector de burbujas (Bub-
ble Superheated Detector).
Tabla 2.1: Clasificación y ejemplos de algunos detectores de radiación.
2.6. Coeficiente de atenuación lineal
Un flujo de part́ıculas no cargadas, como electrones o fotones, se denomina radiación
indirectamente ionizante. En el caso de los fotones, en su interacción con la materia,
existe una cierta probabilidad de que pueda atravesarla sin pérdida de enerǵıa,
dependiendo de si tienen la enerǵıa suficiente y de las condiciones del medio.
Consideremos un haz de radiación de fotones que incide perpendicularmente sobre
un material de espesor dL, supongamos además que todas las part́ıculas poseen el
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mismo momentum lineal (es decir, es un haz monoenergético y con direcciones de
velocidad paralelas). También supongamos que si un fotón interactúa con el material
es absorbido por éste o no, o sea, no se produce radiación secundaria. De esta forma,
una part́ıcula del haz que incida sobre el material únicamente puede atravesarlo o
ser absorbida por él [1].
En la figura 2.6 se observa un esquema de una interacción de part́ıculas (fotones) con
un material de espesor dL y cuya radiación transmitida es recogida por un detector.
Figura 2.6: Esquema de una interacción de fotones con un material de espeso dL.
Sea µ la probabilidad individual de que una part́ıcula interaccione por unidad de
espesor. El número de part́ıculas absorbidas en el material de espesor dL está dado
por:
dN = −µNdL .
µ es conocido como coeficiente de atenuación lineal.
Aśı que la fracción de part́ıculas absorbidas en cada espesor dL del material es







= −µdL . (2.1)
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Integrando, para un espesor total L, la ecuación 2.1 y aplicando propiedades de los









Ns = N0 · e−
∫ L
0 µ(l)dL . (2.2)
Esta expresión se conoce como ley de atenuación exponencial.
Es válida cuando no se produce radiación secundaria o dispersión en el blanco, o
bien si el detector puede discriminarla y sólo contar la radiación primaria.
Reescribiendo la ecuación 2.2 en términos de la intensidad de la radiación, se obtiene
la ecuación conocida como ley de Beer-Lambert:
I(l) = I0 · e−
∫ L
0 µ(l)dL . (2.3)
2.7. Modelo matemático
El problema de estimar el espectro de rayos X, de determinada fuente, basándose en
mediciones de transmisión es esencialmente lo que se denomina un problema inverso.
Un problema inverso es aquel en donde los valores de algunos parámetros del modelo
deben ser obtenidos a partir de los datos observados.
2.7.1. El problema inverso
En muy buena aproximación los valores de transmisión, T , de rayos X polienergéticos
a través de un material dado de espesor L se pueden expresar mediante una ecuación
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I(E)dE es la fluencia de la radiación y µ(E, l) es el
coeficiente de atenuación lineal del material.
Es de aclarar que en la ecuación 2.4, se está despreciando cualquier efecto no lineal.
Además, en forma general, µ es una variable que depende E lo cual hace que la
solución de esta ecuación sea un problema mal condicionado ya que es fuertemente
sensible para pequeños cambios en los valores de la enerǵıa.












donde I e I0 son la intensidad de los fotones transmitidos e incidentes, respectiva-
mente.
Dado que el equipo de CT utilizado en este trabajo hace uso de detectores integrado-






donde D(E) es la función respuesta del detector (la cual, en muy buena aproxi-
mación, es proporcional a la enerǵıa), E es la enerǵıa de los fotones y S(E) es la
función que representa el espectro de rayos X de la fuente (la función objetivo de
este trabajo). Es decir, lo que se quiere determinar es S(E) a partir del conocimiento
de T (L), µ(E) y D(E); he aqúı que este sea un problema inverso.
2.7.2. Solución de la ecuación
Un método t́ıpico de solución es transformar la ecuación integral 2.5 en un sistema
de ecuaciones lineales. Esto se logra, en términos generales, dividiendo el intervalo
total de enerǵıa en N intervalos cada uno con un ancho de enerǵıa ∆E = Emax−Emin
N
y calculando los valores de transmisión para M espesores dm.
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Una vez hecha esta discretización, este modelo de transmisión se convierte en el
siguiente sistema lineal de ecuaciones:




en donde Tm es el vector dado por el conjunto finito de las medidas de transmisión,
cn representa el vector dado por los coeficientes de expansión, en determinada base,
de las mediciones de transmisión y Amn es la matriz dada por Amn = e
−µ(En)dm∆E.
La solución de este sistema de ecuaciones depende fuertemente de la matriz Amn,
que como ya se mencionó hace que este problema sea mal condicionado debido a las
fuertes variaciones de µ aún para pequeños cambios de E.
En el caṕıtulo de Materiales y métodos se especifica cómo se deben tomar las
variables y cómo se aborda la solución para este problema en concreto.
Caṕıtulo 3
Materiales y métodos
3.1. Recursos f́ısicos y humanos
Para la realización del trabajo se contó con un equipo Siemens Somatom Definition
AS64, que se encuentra en el servicio de radiodiagnóstico de la Cĺınica Marly en la
ciudad de Bogotá, con su respectivo equipamiento básico (phantom, protocolos de
control de calidad, etc.).
En la figura 3.1 se observa una fotograf́ıa del equipo en cuestión y en la tabla 3.1 se
dan las caracteŕısticas f́ısicas y técnicas de equipo.
Se contó con la ayuda del Dr. Juan Carlos Ramı́rez Giraldo (Investigador Senior
- Siemens Healthcare USA) y obviamente con la imprescindible colaboración de la
profesora directora del trabajo, la Dra. Luz Stella Veloza Salcedo.
También se tuvo la colaboración del Personal Administrativo de la Cĺınica Marly
y de la Dirección de la Maestŕıa en F́ısica Médica de la Universidad Nacional de
Colombia.
Este trabajo propone la implementación de un método para estimar el espectro de
emisión de rayos X de un equipo de CT, que en parte muestra cómo se pueden sub-
sanar los problemas descritos anteriormente (equipamiento especial, procedimientos
complicados y espectro únicamente en el centro de rotación).
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Figura 3.1: Tomógrafo Siemens Somatom Definition AS64. Equipo utilizado en las mediciones.
El paso inicial, y de suma importancia para un correcto desarrollo del proyecto, es
adquirir y caracterizar por completo el phantom a utilizar. Este phantom debe poseer
unas caracteŕısticas bien definidas de densidad uniforme y debe estar perfectamente
conocido en todas sus propiedades f́ısicas y geométricas.
3.2. Método de adquisición de datos
El método consistió en tomar el raw data (datos en crudo) que arroja el equipo 1 y
someter estos datos a un modelo matemático espećıfico que, en última instancia, es
el que permite obtener el espectro de emisión de rayos X.
Una vez obtenido el espectro de emisión lo que se busca es compararlo, con el objetivo
de hacer la validación, con un modelo semiemṕırico de dicho espectro.
El método de adquisición de datos se basa en mediciones ángulo dependientes, que
resultan ser muy precisas. Esto quiere decir que el espectro se hace incidir sobre los
detectores a través de un amplio rango de trayectorias variando el ángulo y después
1Previa autorización por parte de Siemens.
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de atravesar un único simulador f́ısico (phantom) y en un corte único sin la necesidad
de conocer el filtro de forma (bowtie filter).
La técnica, o geometŕıa de la adquisición, usada es la siguiente: el phantom se po-
siciona de tal forma que quede por fuera del centro de rotación pero no muy lejos
de éste (ver figura 3.2), sin que salga, en parte o por completo, del abanico formado
por el tubo de rayos X (llamado scan field of view, SFOV), como se muestra en la
figura 3.3 [7]. Todas las distancias deben ser medidas cuidadosamente.
Figura 3.2: Geometŕıa de adquisición no centrada y con dependencia del ángulo.
La toma de datos se puede llevar a cabo para varias posiciones del phantom (ver
figura 3.3) e igualmente para cada posición se pueden hacer varias adquisiciones.
Esto permitiŕıa obtener una gran cantidad de información para los futuros cálculos,
pero también incrementaŕıa proporcionalmente el tiempo que se tomaŕıa para ello.
Además se presenta una contaminación de los datos debido a varias fuentes de ruido
(tales como ruido cuántico, ruido por instrumentación o electrónico, o variaciones
estocásticas dadas por las condiciones experimentales y del phantom) [7].
En este trabajo se sigue la metodoloǵıa de hacer la toma de datos únicamente pa-
ra una posición del phantom (como la ilustrada en la figura 3.2), ubicándolo de
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Figura 3.3: Posibles ubicaciones del phantom para la toma de datos. En la posición 3, parte del
phantom queda por fuera del SFOV.
tal manera que justo el borde de éste quede en el isocentro del equipo y hacien-
do tomas únicas; para minimizar los tiempos, maximizar los recursos y evitar los
inconvenientes mencionados.
3.3. Aspectos teóricos
El modelo matemático a seguir en este trabajo consiste en la implementación del
denominado modelo (o algoritmo) EM (Expectation Maximization) [6], [7],
[10]-[12].
El algoritmo esperanza-maximización (EM) es un método, matemático iterativo,
utilizado para hallar estimadores de máxima verosimilitud de parámetros en modelos
probabiĺısticos que dependen de variables no observables.
La implementación de este método, como se dijo en el Marco teórico, es resolver
el sistema lineal de ecuaciones resultante cuando se discretiza la ecuación 2.5. Esto





en donde Tm es el vector dado por el conjunto finito de las medidas de transmisión,
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In representa el vector dado por los valores de intensidad del espectro de rayos X en
una base unitaria y Amn es la matriz dada por Amn = e
−µnLm∆E.
El algoritmo EM es el método apropiado para la solución del sistema de ecuaciones
dado, ya que es un método robusto y no se ve afectado por el ruido en los datos
y es inherentemente positivo. Este método garantiza la convergencia a la solución
correcta del sistema siempre y cuando el espectro base sea también positivo. Al













donde k representa la k-ésima iteración, iniciando en k = 1.
Dado que esta ecuación de recurrencia es un múltiplo, positivo o cero, de la inten-
sidad inicial supuesta, I
(0)
n , entonces se conservará positiva o cero, respectivamente,
después de cada iteración. Este hecho garantiza que el espectro obtenido sea tam-
bién positivo, siempre y cuando el espectro base supuesto sea positivo, y que el
espectro puede ser tomado como cero para enerǵıas que sean f́ısicamente imposibles
tales como aquellas más allá de las correspondientes al voltaje de aceleración, kVp,
y aquellas por debajo de enerǵıa cero.
Las iteraciones dadas por la ecuación 3.2 se finalizan cuando el error promedio, al
comparar los valores de I generados por esta ecuación con los valores de T medidos,











∣∣∣∣∣ ≤ U . (3.3)
También se debe tener en cuenta que después de cada iteración la suma de todos





Una vez hallados los valores de In, el espectro de emisión del tubo de rayos X se
determina dividiendo estos valores entre la función respuesta del detector (suminis-
trada por el fabricante del equipo) y la enerǵıa, esto es:





Una desventaja del método EM es que no puede obtener los detalles del espectro,
tales como los picos caracteŕısticos, si la suposición inicial (o base) no tiene picos en
las mismas enerǵıas. Aśı que, para la implementación de este método se tomó como
suposición inicial el espectro genérico de un tubo de rayos X de ánodo de tungsteno,
obtenido a partir del software SpekCalc, multiplicado por la función respuesta del
detector; aśı que el espectro contiene tanto los picos caracteŕısticos del tubo de rayos
X como los bordes-K (K-edges) del detector.
3.4. Desarrollo experimental y tratamiento de da-
tos
3.4.1. Montaje experimental
En la figura 3.4 se presenta una fotograf́ıa del montaje experimental realizado para
la toma de datos con el phantom ubicado como anteriormente se mencionó.
La geometŕıa del equipo de CT y los parámetros del montaje experimental usados
se muestran en la tabla 3.2.
3.4.2. Tratamiento de datos
Los valores de transmisión obtenidos, Tm, y los valores correspondientes de longitud
atravesada, Lm, junto con los datos del coeficiente de atenuación lineal, µ, y de la
intensidad inicial, I0, son ingresados en un programa de Matlab
c⃝ (The MathWorks,
Inc.) para determinar los valores de la intensidad calculada del espectro de emisión
dados por la ecuación 3.2. El programa también incluye el error promedio dado por
la ecuación 3.3 y la normalización de la intensidad calculada.
Este programa de Matlab (para el caso de 140 kVp y el rayo central, por ejemplo)
se muestra en el apéndice B.
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Figura 3.4: Fotograf́ıa que muestra el montaje experimental. Ubicación del phantom en el equipo.
(a) Vista anterior izquierda. (b) Vista frontal posterior. (c) Vista anterior derecha.
En la figura 3.5 se observa el diagrama de flujo correspondiente al programa de
Matlab implementado.
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Figura 3.5: Diagrama de flujo del programa de Matlab implementado para obtener los espectros
de emisión.
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Gantry
Tipo de escáner Tercera generación
Diámetro de apertura 78 cm
Distancia foco-isocentro 595 mm
Distancia foco-detector 1085 mm
Generador RX
Tipo Alta frecuencia
Ajustes de kVp 80, 100, 120 y 140
Rango mA (y medida del paso) 20 - 266 (pasos de 1 mA)
Tubo RX
Marca y tipo Siemens - Straton MXP
Tamaño del punto focal 0.7 mm X 0.7 mm
Filtración total al máximo kVp (inherente
+ filtro de forma) en el eje central
6.8 (equivalente en mm de Al)
Sistema de detección
Tipo de detector Estado sólido
Material del detector Siemens UFC (Ultra Fast Ceramic)
Número de elementos por fila 736
Número de elementos a lo largo del eje z 16 (usando colimación 16X1.2 mm)
Caracteŕısticas de hardware para mejorar
la resolución en el plano xy.
Flying Focal Spot (xy)
Tabla 3.1: Caracteŕısticas f́ısicas y técnicas del equipo.
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Parámetro Valor
Radio del ćırculo del punto focal 595 mm
Número de canales 736
Dirección de rotación Levógiro
Incremento angular de la proyección 0.067864004196156◦
Canal central, sin FFS 367.25
Canales centrales, en modo FFS 367.125 (par), 367.625 (impar)
Tabla 3.2: Geometŕıa del equipo y parámetros del montaje experimental.
El canal central es el número (en fracción) de canal donde el rayo que pasa por el isocentro y el
punto focal golpea al detector. El canal número 1 se toma al lado derecho del detector cuando el
tubo se ubica en la posición de las 12 en punto.
Caṕıtulo 4
Resultados y análisis
4.1. Caracterización del phantom
El phantom (o simulador f́ısico) usado en este trabajo fue uno ciĺındrico de radio
R = 10 cm de la marca Siemens, modelo No. 8094745 y de material equivalente
a agua (water phantom). Este es uno de los phantoms que se utiliza normalmente
para hacer las pruebas de control de calidad del equipo. En la figura 4.1 se muestra
una fotograf́ıa del phantom usado.
4.1.1. Coeficiente de atenuación lineal
Dado que el phantom está hecho de un material equivalente a agua, el coeficiente de
atenuación lineal, para cada uno de los valores de enerǵıa utilizados en el intervalo de
medición, se toma por interpolación de los datos reportados por el NIST (National
Institute of Standards and Technology) para el compuesto agua ĺıquida [18]. En la
figura 4.2 se observan los valores de µ/ρ (coeficiente másico de atenuación lineal) en
función de la enerǵıa reportados por el NIST para el agua ĺıquida.
Se lleva a cabo una interpolación cúbica haciendo uso de la aplicación propia de
Matlab para tal fin denominada ((spline)). Se escoge hacer una interpolación cúbica
de los datos ya que este tipo de interpolación produce mejores resultados que una
interpolación lineal. La función resultante de una interpolación cúbica es más suave
que la resultante de una interpolación lineal y garantiza la existencia de la primera
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Figura 4.1: Phantom utilizado en el desarrollo del trabajo. Se observa la forma completa del
phantom, pero en las mediciones únicamente de usó la parte de menor radio, es decir, la zona
correspondiente a los 10 cm de radio (En la fotograf́ıa, a nuestra derecha).
derivada en cada uno de los puntos excepto en los extremos.
El coeficiente de atenuación lineal, µ, es igual a µ/ρ multiplicado por la densidad
del material. En este caso, dicha densidad es ρ = 1 g/cm3 (la densidad del agua
ĺıquida).
4.2. Datos obtenidos
El raw data obtenido del equipo, al hacer las mediciones, se guarda en un conjunto
de 2304 matrices de 736x16 cada una. Son 736 canales dispuestos en 16 filas de
detectores (usando la colimación 16x1.2 mm) y el número de ángulos de proyección
es 1152, pero el equipo utiliza una tecnoloǵıa que se llama ((flying focal spot)) que
duplica este número, por lo tanto se van a tener 2304.
Estas matrices se guardan automáticamente en un archivo ∗.mat de Matlab con el
siguiente orden: F(canal, fila-detector, ángulo).
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Figura 4.2: Datos de µ/ρ en función de E para el agua ĺıquida reportados por el NIST.
De la información provéıda por el fabricante se tiene que los datos en crudo están
dados por:
Traw = −2294.5 Ln(I/I0) ,
de lo cual se tiene que los datos correspondientes de transmisión están dados por:
Tm = e
−Traw/2294.5 .
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4.3. Longitud atravesada
La longitud atravesada por los rayos X, al cruzar el phantom, para el montaje
experimental descrito, en función de los ángulos, está dada por 1:
Para el rayo central:
L = 2R cos β . (4.1)
Para un rayo a la izquierda del rayo central:






Para la recta vertical:
LθL,β = 2
√
R2 − S2 sen2 β con 0 ≤ β ≤ asen(R/S) . (4.3)
Para un rayo a la derecha del rayo central:












Para la recta horizontal (tercer caso):
LθR,β = 2
√
2SR cos β − S2 cos2 β con acos(2R/S) ≤ β ≤ 90 . (4.6)
4.4. Transmisión en función de la longitud
En las figuras 4.3 a 4.8 se observan los valores de transmisión en función de la
longitud atravesada para cada uno de los voltajes utilizados en el desarrollo del
trabajo.
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Figura 4.3: Gráfica de T vs. L para 80 kVp y 360 mAs para el rayo central.
Como se aprecia en las gráficas la transmisión decrece conforme aumenta la longitud
atravesada por el rayo (como es de esperar), pero este decrecimiento no es lineal,
debe ser exponencial como lo predice la ecuación 2.5.
Como se ve en las gráficas, para pequeños valores de L se presentan valores mayores
que 1 para la transmisión, esto se explica debido a la dispersión que sufren los
rayos al atravesar y salir del phantom, ya que un rayo dado no sigue un camino
perfectamente recto dentro del phantom; aśı que a un detector determinado llegan
pequeñas contribuciones adicionales a las del rayo correspondiente y esto se presenta
en mayor medida para pequeños valores de la longitud atravesada.
También es de observar que, debido a los mismos procesos mencionados, aproxima-
damente hasta la mitad de la longitud, es decir 10 cm para todas las gráficas, se
presentan fluctuaciones significativas en los valores de la transmisión. A partir de
los 10 cm ya se observa un comportamiento más homogéneo de la transmisión en
función de la longitud.
1En el apéndice A se lleva a cabo la deducción de estos resultados.
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Figura 4.4: Gráfica de T vs. L para 100 kVp y 172 mAs para el rayo central.
4.5. Intensidad en función de la enerǵıa
En las figuras 4.9 a 4.14 se observan las gráficas de intensidad de la radiación en
función de la enerǵıa para cada uno de los voltajes utilizados y sus correspondientes
cargas. Estas gráficas se obtienen haciendo uso del método sugerido al aplicar la
ecuación de iteración 3.2.
4.6. Espectro de emisión del tubo de rayos X
En las figuras 4.15 a 4.20 se muestran las gráficas del espectro de emisión, S(E), de
la radiación en función de la enerǵıa para cada uno de los voltajes utilizados y sus
correspondientes cargas. Estas gráficas se obtienen haciendo uso de la ecuación 3.4.
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Figura 4.5: Gráfica de T vs. L para 120 kVp y 25 mAs para el rayo central.
Figura 4.6: Gráfica de T vs. L para 120 kVp y 50 mAs para el rayo central.
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Figura 4.7: Gráfica de T vs. L para 120 kVp y 100 mAs para el rayo central.
Figura 4.8: Gráfica de T vs. L para 140 kVp y 68 mAs para el rayo central.
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Figura 4.9: Gráfica de I vs. E para 80 kVp y 360 mAs para el rayo central.
Figura 4.10: Gráfica de I vs. E para 100 kVp y 172 mAs para el rayo central.
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Figura 4.11: Gráfica de I vs. E para 120 kVp y 25 mAs para el rayo central.
Figura 4.12: Gráfica de I vs. E para 120 kVp y 50 mAs para el rayo central.
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Figura 4.13: Gráfica de I vs. E para 120 kVp y 100 mAs para el rayo central.
Figura 4.14: Gráfica de I vs. E para 140 kVp y 68 mAs para el rayo central.
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Figura 4.15: Gráfica de S vs. E para 80 kVp y 360 mAs para el rayo central.
Figura 4.16: Gráfica de S vs. E para 100 kVp y 172 mAs para el rayo central.
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Figura 4.17: Gráfica de S vs. E para 120 kVp y 25 mAs para el rayo central.
Figura 4.18: Gráfica de S vs. E para 120 kVp y 50 mAs para el rayo central.
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Figura 4.19: Gráfica de S vs. E para 120 kVp y 100 mAs para el rayo central.
Figura 4.20: Gráfica de S vs. E para 140 kVp y 68 mAs para el rayo central.
Caṕıtulo 5
Validación de los resultados
Para la validación del espectro obtenido se tomó como referencia el espectro genérico
de un tubo de rayos X de ánodo de tungsteno dado a partir del software SpekCalc.
En las figuras 5.1 a 5.6 se observa la comparación de las gráficas de intensidad de la
radiación en función de la enerǵıa para cada uno de los voltajes utilizados y sus co-
rrespondientes cargas. Se comparan el espectro base inicial, el espectro suministrado
por el fabricante y el espectro calculado haciendo uso de la ecuación de iteración
3.2.
Como se ve en estas gráficas comparativas los resultados son muy sensibles a las
condiciones iniciales ingresadas, la cual contiene la función respuesta del detector y
la posición de los picos caracteŕısticos y es por ello que se observa un cambio abrupto
alrededor de los 50 keV. Igualmente, se observa que ese cambio es menor conforme
aumenta el voltaje acelerador.
En las figuras 5.3 a 5.5 se aprecia como el espectro normalizado no depende del valor
de carga, mAs, éste sólo depende del voltaje dado al equipo, el valor kVp.
Estos resultados muestran la robustez del modelo de transmisión seguido para deter-
minar el espectro de emisión del tubo de rayos X, ya que éstos están muy cercanos
al espectro suministrado por el fabricante del equipo.
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Figura 5.1: Gráfica comparativa de I vs. E para 80 kVp y 360 mAs para el rayo central.
5.1. Enerǵıa media
La enerǵıa media, E, para cada espectro se calcula como el promedio ponderado de
los valores de intensidad multiplicados por sus correspondientes valores de enerǵıa,






5.2. Valores MED y NRMSD
Los valores de enerǵıa media son usados para comparar los resultados del espectro
obtenido con los datos del espectro suministrado por el fabricante en términos de la
diferencia de enerǵıa media (MED, por sus siglas en inglés), ésta se define como:
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Figura 5.2: Gráfica comparativa de I vs. E para 100 kVp y 172 mAs para el rayo central.
MED = E − E∗ , (5.2)
donde E y E
∗
son la enerǵıa media del espectro calculado y la enerǵıa media del
espectro suministrado por el fabricante, respectivamente.
Los resultados obtenidos también son comparados en términos de la desviación de







donde In e I
∗
n son el espectro calculado y el espectro suministrado por el fabricante,
respectivamente.
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Figura 5.3: Gráfica comparativa de I vs. E para 120 kVp y 25 mAs para el rayo central.
La tabla 5.1 muestra los valores del MED y del NRMSD obtenidos para los espectros
calculados.
5.3. Correlación
El coeficiente de correlación lineal para dos variables aleatorias, también conocido
como coeficiente Pearson, que mide la relación o el grado de similitud entre las





siendo cov(I, I∗) la covarianza entre las varables y σ la desviación estándar.
La covarianza, cov(X,Y ), entre dos variables aleatorias X y Y determina el grado
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Figura 5.4: Gráfica comparativa de I vs. E para 120 kVp y 50 mAs para el rayo central.
de variación conjunta de las dos variables con respecto a sus valores medios y está
definida por:
cov(X,Y ) = µ(XY )− µ(X)µ(Y ) ,
donde µ(X) y µ(Y) son los valores esperados, o esperanza, de las variables X y
Y, respectivamente. Los valores esperados corresponden a los valores medios de los
datos.
La desviación estándar, σ, es un valor numérico que cuantifica la variación, o qué






(xi − µ)2 ,
para una población completa de datos.
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Figura 5.5: Gráfica comparativa de I vs. E para 120 kVp y 100 mAs para el rayo central.
Como se puede ver en las ecuaciones, el coeficiente de correlación es un valor adi-
mensional, y por lo tanto no depende de las unidades de medida de las variables, a
diferencia de la covarianza, la cual śı depende de las unidades.
La interpretación del coeficiente de correlación, r, es la siguiente:
1. Si r = 1 (o r ≈ 1), la relación entre las variables es directamente proporcional
y por lo tanto siguen un comportamiento lineal creciente.
2. Si r = −1 (o r ≈ −1), la relación entre las variables es inversamente propor-
cional y por lo tanto siguen un comportamiento lineal decreciente.
3. Si r = 0 (o r ≈ 0), lo único que se puede asegurar es que entre las variables
no hay una relación lineal (podŕıa haber o no relación entre las variables, pero
entonces, de haberla, no seŕıa lineal).
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Figura 5.6: Gráfica comparativa de I vs. E para 140 kVp y 68 mAs para el rayo central.
Otra forma de cuantificar la diferencia entre los valores del espectro calculado y
los valores del espectro suministrado por el fabricante es mediante la correlación
entre estas dos variables. Las figuras 5.7 a 5.12 muestran las gráficas de dicha co-
rrelación para las intensidades normalizadas. Alĺı también se observa el valor que
toma el coeficiente de correlación lineal al cuadrado, dado por r2, para cada espectro
estimado.
En la tabla 5.2 se observan los valores de los coeficientes de correlación (coeficiente
Pearson) para cada uno de los ajustes de regresión lineal de los conjuntos de datos del
espectro obtenido en función del espectro suministrado por el fabricante. Igualmente,
alĺı se dan los valores de los errores porcentuales de la pendiente en cada ajuste.
Como puede observarse en la tabla 5.2 el error porcentual de la pendiente de las
rectas de ajuste aumenta conforme aumenta el voltaje acelerador (kVp) pero todos
ellos se encuentran por debajo del 5%, lo que permite considerar un muy buen ajuste
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Voltaje [kVp] Carga [mAs] MED [keV] NRMSD [%]
80 360 0.0059 0.0178
100 172 0.3354 0.0294
120 25 0.6262 0.0328
120 50 0.6262 0.0328
120 100 0.6262 0.0328
140 68 0.7711 0.0337
Tabla 5.1: Comparación entre los espectros obtenidos y los espectros suministrados por el fabricante
en términos del MED y del NRMSD para los voltajes usados.
Voltaje [kVp] Carga [mAs] Pearson Error porcentual de la pendiente [%]
80 360 0.9990 2.01
100 172 0.9931 3.51
120 25 0.9872 4.68
120 50 0.9872 4.68
120 100 0.9872 4.68
140 68 0.9829 4.81
Tabla 5.2: Coeficientes de correlación Pearson y errores porcentuales de los ajustes lineales para
cada uno de los espectros obtenidos.
de los datos obtenidos a los datos suministrados. Lo anterior también se confirma con
los valores del coeficiente Pearson; el cual, como se ve, disminuye conforme aumenta
el valor kVp pero no llega a ser menor que 0.98.
5.3.1. Error relativo
Para determinar la diferencia relativa entre las dos variables se puede hacer uso de
la ráız media cuadrática (RMS, por sus siglas en inglés), ya que se quiere comparar
estos valores en cada canal de enerǵıa.
Primero se determina la diferencia absoluta entre los valores, dada por:
Rn = |In − I∗n| .
La diferencia relativa, entonces, queda determinada por:
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∀ I∗n ̸= 0 .
y
Rreln = 0 ∀ I∗n = 0 .





donde I∗n es el número de fotones en el canal de enerǵıa En y Mn es el número total
de fotones. Ahora, Mn = 1 dado que el espectro está normalizado.







2 ∗ 100% . (5.5)
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Figura 5.8: Gráfica comparativa de correlación para 100 kVp y 172 mAs para el rayo central.
En la tabla 5.3 se aprecian los valores del RMS obtenidos para los espectros calcu-
lados.
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Figura 5.9: Gráfica comparativa de correlación para 120 kVp y 25 mAs para el rayo central.
Figura 5.10: Gráfica comparativa de correlación para 120 kVp y 50 mAs para el rayo central.
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Figura 5.11: Gráfica comparativa de correlación para 120 kVp y 100 mAs para el rayo central.
Figura 5.12: Gráfica comparativa de correlación para 140 kVp y 68 mAs para el rayo central.
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Tabla 5.3: Error de correlación entre los datos calculados y los suministrados por el fabricante en
términos del RMS para los voltajes utilizados.
Caṕıtulo 6
Conclusiones y recomendaciones
Después de realizado el trabajo se puede llegar a las siguientes conclusiones:
1. Se logró obtener los espectros de emisión, véanse las figuras 4.15 a 4.20, del
tubo de rayos X del equipo de tomograf́ıa computarizada estudiado (Siemens
Somatom Definition AS64) con un alto grado de exactitud, como se observa
en las tablas 5.1 a 5.3. Este espectro se obtuvo para el rayo central del abanico
formado por el tubo. Es de aclarar que los valores calculados también tienen
un alto grado de precisión (tablas 5.1 a 5.3).
2. El Método EM muestra ser un método muy robusto y eficaz a la hora de hacer
la estimación de un espectro de emisión. Esto se puede ver en la comparación
de los resultados obtenidos con los datos proporcionados por el fabricante del
equipo.
3. Al comparar los espectros de emisión obtenidos con los espectros suministrados
por el fabricante se observa, como se muestra en la tabla 5.1, que los valores
calculados están muy cercanos a los valores suministradores (tomados como
los valores reales del espectro), ya que los porcentajes de desviación dados por
el NRMSD son muy pequeños –del orden de las centésimas– y los valores del
MED no sobrepasan de las décimas.
4. Los valores de los espectros obtenidos, según se ve en las gráficas comparativas
de I en función de E, muestran que los resultados son muy estables, a pesar de
que el proceso iterativo es muy sensible a las condiciones iniciales ingresadas,
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las cuales contienen la función respuesta del detector y la posición de los picos
caracteŕısticos; es por esto que en todas se observa ese cambio abrupto alre-
dedor de los 50 keV. Igualmente, se observa que ese cambio abrupto es menor
conforme aumenta el voltaje acelerador.
5. Los coeficientes de correlación al cuadrado se hallan entre los valores r2 = 0.966
y r2 = 0.998. Esto, junto con los valores de error dados en la tabla 5.3, pone
de manifiesto el buen grado de exactitud de los datos calculados con respecto
a los suministrados por el fabricante, ya que no sobrepasan un valor RMS de
0.8717% obtenido para el espectro de máximo voltaje acelerador (140 kVp).
6. Los resultados del coeficiente de correlación de Pearson, tabla 5.2, muestran
que los valores del espectro de emisión calculados se corresponden mediante
una relación lineal positiva con los valores del espectro de emisión suministra-
dos por el fabricante, ya que dichos resultados están por encima de 0.9829.
7. Los resultados muestran que es posible optimizar este tipo de estudios a fin de
obtener resultados muy exactos (y tan precisos como se quiera) del espectro
de emisión de un tubo de rayos X para ser usado, por ejemplo, en la opti-
mización de los programas y procesos que se llevan a cabo en un servicio de
radiodiagnóstico por tomograf́ıa computarizada.
Recomendaciones:
1. En futuros trabajos se podŕıa determinar la influencia del tamaño del phan-
tom en la calidad de los resultados, determinando los mejores parámetros del
equipo.
2. Podŕıa hacerse el cálculo del espectro para filas de detectores que no estén en
el plano formado por el abanico central.
3. Seŕıa ideal poder hallar un método que permita obtener el espectro de emisión
de un tubo de rayos X sin la necesidad de proporcionar un espectro inicial de
referencia.
Apéndice A
Derivación de una expresión
matemática para la longitud
atravesada por los rayos X en el
phantom
En la figura A.1 se muestra la geometŕıa usada para la obtención de la longitud atra-
vesada por los rayos X al cruzar el phantom. Se muestran las relaciones geométricas
usadas para un ángulo de proyección β. El origen del sistema coordenado se toma
en el isocentro del equipo, el cual se halla a una distancia S desde el punto focal
(P) de la fuente de rayos X. El phantom, circular de radio R, se ubica de tal forma
que su centro se encuentra en las coordenadas (0,R). Los ángulos de incidencia, so-
bre los detectores, θL y θR, a izquierda y derecha, respectivamente del rayo central,
toman los valores: 0◦ ≤ θL ≤ θLmax y 0◦ ≤ θR ≤ θRmax . Las longitudes a través del
phantom, para estos rayos, están dadas por las distancias AB y CD. Los pasos para
determinar estas distancias son:
1. Hallar las ecuaciones de las rectas PB y PD.
2. Determinar las intersecciones entre estas rectas y la circunferencia formada
por el phantom, es decir, las coordenadas de los puntos A, B, C y D.
3. Calcular las longitudes atravesadas LθR,β y LθL,β como las distancias desde A
68
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Figura A.1: Geometŕıa usada para la obtención de la longitud atravesada, en el phantom, por los
rayos X.
a B y C a D, respectivamente.
Para iniciar, se observa que las mediciones comienzan cuando la fuente de rayos X
se encuentra en el punto más alto de su trayectoria, que corresponde a un ángulo de
90◦ medido desde el eje positivo de las x, es decir, cuando se halla en el punto (0,S).
Los datos experimentales obtenidos corresponden a un movimiento de rotación
levógiro (en el sentido contrario al usual de las manecillas del reloj); esto es, en
el sentido en que se acostumbra a tomar el incremento angular como positivo.
El ángulo β se mide desde el eje vertical, como se muestra en la figura A.1. Se
distinguen los siguientes casos:
1. β = 0 o β = 180◦, es decir, fuente sobre el eje y ubicada en (0,S) o en el punto
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(0,−S). En estos dos casos la longitud atravesada por el rayo es: L=2R.
2. β = 90◦ o β = 270◦, esto es, la fuente se halla en (−S,0) o en (S,0). En estos
casos la longitud atravesada es: L=0.
3. 0 < β < 90◦. (2do cuadrante).
4. 90◦ < β < 180◦. (3er cuadrante).
5. β < 180◦ < β < 270◦. (4to cuadrante).
6. β < 270◦ < β < 360◦. (1er cuadrante).
A.1. Cálculo de la longitud atravesada por el rayo
central.
Por simetŕıa, las longitudes atravesadas por el rayo central en el segundo cuadrante
son iguales a las atravesadas en el cuarto cuadrante para los ángulos β y β+180◦, res-
pectivamente. De igual manera sucede para las longitudes en los cuadrantes primero
y tercero. También se observa de la geometŕıa del sistema que todas las longitu-
des correspondientes al tercer cuadrante son exactamente iguales a las del segundo
cuadrante para ángulos de β y 180◦ − β. Aśı que, con los cálculos que se realicen
para el segundo cuadrante, por simetŕıa, ya se pueden obtener todas las longitudes
atravesadas por el rayo central en una vuelta completa.
Ecuación de una recta para el rayo central, en el segundo
cuadrante.
Como puede verse en la figura A.2 (a), la ecuación de la recta que pasa por los
puntos P y O es:
y = mβx+ 0 ,
con:
mβ = −
S · cos β
S · sen β
.

























Figura A.2: (a) Diagrama usado para hacer el cálculo de la longitud atravesada por el rayo central,
en el segundo cuadrante. (b) Diagrama usado para demostrar las relaciones triangulares que llevan









y = −(cot β)x . (A.1)
Ahora, la ecuación de la circunferencia que define el phantom es:
x2 + (y − R)2 = R2 . (A.2)
Reemplazando la ecuación A.1 en la ecuación A.2, se obtiene:
x2 + [−(cot β)x− R]2 = R2 .
Al hacer el álgebra se encuentra que:
x = − 2R cot β
1 + cot2 β
= −2R cot β
csc2 β
.
Aśı que, las coordenadas del punto A son:
A =
(
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L = 2R cos β . (A.3)
El resultado anterior también podŕıa haberse obtenido teniendo en cuenta la seme-
janza de triángulos que se observa en la figura A.2 (b). Los triángulos AJOA y AHIA
son semejantes, aśı que el ángulo formado por las rectas AH y AO es de 90◦. O sea,
el triángulo AHOA siempre resulta ser un triángulo rectángulo, lo cual demuestra
que el resultado obtenido para L es el correcto al usar la definición trigonométrica
del coseno.
A.2. Cálculo de la longitud atravesada por un ra-
yo a la izquierda del rayo central.
Ecuación de una recta a la izquierda del rayo central, en el
segundo cuadrante.
La ecuación de la recta que pasa por los puntos P y B, ver figura A.3, es:
y = mLx+ E ,
donde mL = tanφ es la pendiente de la recta.
Se distinguen tres casos: 1. Pendiente positiva, cuando θL > β, figura A.3(a). 2.
Pendiente negativa, cuando θL < β, figura A.3(b). 3. Pendiente infinita, cuando
θL = β, figura A.3(c).
Como φ = 90 + β − θL, entonces:
y = tan(90 + β − θL)x+ E . (A.4)















































Figura A.3: Diagrama usado para hacer el cálculo de la longitud atravesada por un rayo a la
izquierda del rayo central, en el segundo cuadrante. (a) Recta con pendiente positiva (θL > β), (b)
recta de pendiente negativa (θL < β) y (c) recta vertical (θL = β con 0 ≤ β ≤ asen(R/S)).
E, el punto de corte, es determinado al sustituir las coordenadas de P en la ecuación
de la recta. Ya que P = (−S sen β, S cos β), entonces: E = S[cos β + sen β tan(90 +
β − θL)]. Por lo tanto:
y = tan(90 + β − θL)x+ S[cos β + sen β tan(90 + β − θL)] . (A.5)
Reemplazando en la ecuación del phantom, esto es, reemplazando la ecuación A.5
en la ecuación A.2, se obtiene:
x2 + {tan(90 + β − θL)x+ S[cos β + sen β tan(90 + β − θL)]− R}2 = R2 . (A.6)
Sea: u = S(cos β +mL sen β)− R, entonces la ecuación A.6 se transforma en:
(1 +m2L)x
2 + (2umL)x+ (u
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Reemplazando estos dos valores de x en la ecuación A.5 se hallan las coordenadas
















































+ S(cos β +mL sen β)
)
,
donde P1 y P2 corresponden a los puntos A y B, según sea el caso. Como LθL,β es la
















De la figura A.3 (a) y (b) se observa que para las rectas de pendientes positiva y
negativa se satisfacen las mismas ecuaciones.
Para la recta vertical, figura A.3 (c), se tiene que la ecuación de la recta es:
x = −S sen β ,
y por lo tanto al interceptarla con la ecuación que define el phantom, se obtiene:
S2 sen2 β + (y − R)2 = R2 ,




R2 − S2 sen2 β +R .
En este caso la distancia entre los puntos A y B está dada por:
LθL,β = 2
√
R2 − S2 sen2 β con 0 ≤ β ≤ asen(R/S) . (A.8)
A.3. Cálculo de la longitud atravesada por un ra-
yo a la derecha del rayo central.
Ecuación de una recta a la derecha del rayo central, en el
segundo cuadrante.
La ecuación de la recta que pasa por los puntos P y D, ver figura A.4, es:
y = mRx+ F ,
donde mR = tanφ es la pendiente de la recta.
Se distinguen tres casos: 1. Pendiente negativa, cuando θR + β < 90, figura A.4(a).
2. Pendiente positiva, cuando θR + β > 90, figura A.4(b). 3. Pendiente cero, cuando
θR + β = 90, figura A.4(c).
Para el primer caso: φ = 90 + β + θR y para el segundo caso: φ = −90 + β + θR.
F, el punto de corte, es determinado al sustituir las coordenadas de P en la ecuación
de la recta con P = (−S sen β, S cos β).
Con un procedimiento totalmente análogo al realizado en la sección anterior se llega
a los siguientes resultados para la longitud atravesada (distancia entre los puntos C
y D) por un rayo a la derecha del rayo central.













































Figura A.4: Diagrama usado para hacer el cálculo de la longitud atravesada por un rayo a la derecha
del rayo central, en el segundo cuadrante.(a) Recta con pendiente negativa (θR+β < 90), (b) recta
de pendiente positiva (θR+β > 90) y (c) recta horizontal (θR+β = 90 con acos(2R/S) ≤ β ≤ 90).






Para la recta horizontal (tercer caso), figura A.4 (c), se tiene que la ecuación de la
recta es:
y = S cos β ,
y por lo tanto al interceptarla con la ecuación que define el phantom, se obtiene:




2SR cos β − S2 cos2 β ,
En este caso la distancia entre los puntos C y D está dada por:
LθR,β = 2
√
2SR cos β − S2 cos2 β con acos(2R/S) ≤ β ≤ 90 . (A.11)
Apéndice B
Programa de Matlab para
determinar los valores de
intensidad
% Borrar todo y limpiar la pantalla
clear all
clc












% Intensidad inicial multiplicada por la respuesta del detector
I0=zeros(length(En),1);
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% Calcular el ancho de la variación de enerǵıa
DeltaE=(E0(end)-E0(1)+1)/length(E0);
































































































































% Verificación de la normalización del espectro inicial
sumnorm0=0;














% Graficar la intensidad
plot(Efab,Intnormfab,en,Intnorm,E0,Intnorm0)
xlabel(’Enerǵıa [ keV ]’)
ylabel(’[ cuentas normalizadas ]’)
title(’Espectro de emisión ( 140 kVp , 68 mAs , \beta=0◦ )’);
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